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Abstrak
Artikel ini bertujuan untuk mempelajari dinamika dari model predator-prey Lotka-Volterra dengan adanya efek Allee pada predator.
Berdasarkan kondisi biologis, dipilih turunan Caputo orde-fraksional sebagai operatornya. Analisis terhadap model diawali dengan
mengidentifikasi eksistensi, ketunggalan, dan kepositifan solusi. Selanjutnya, dilakukan investigasi terhadap eksistensi titik kesetimbangan
dan kestabilannya. Diperoleh titik kepunahan kedua populasi yang selalu tidak stabil tipe pelana, dan titik eksistensi kedua populasi yang
secara kondisional stabil baik lokal maupun global. Salah satu fenomena yang menarik pada model ini adalah perubahan kestabilan pada
titik eksistensi kedua populasi yang diakibatkan oleh perubahan dari orde turunannya yang disebut dengan bifurkasi Hopf. Pada akhirnya,
diberikan simulasi numerik untuk melakukan validasi terhadap hasil teoritis.
Kata Kunci: Lotka-Volterra; Efek Allee Aditif; Bifurkasi Hopf; Orde-Fraksional
Abstract
This article aims to study the dynamics of a Lotka-Volterra predator-prey model with Allee effect in predator. According to the biological condition, the
Caputo fractional-order derivative is chosen as its operator. The analysis is started by identifying the existence, uniqueness, and non-negativity of the
solution. Furthermore, the existence of equilibrium points and their stability is investigated. It has shown that the model has two equilibrium points
namely both populations extinction point which is always a saddle point, and a conditionally stable co-existence point, both locally and globally. One of
the interesting phenomena is the occurrence of Hopf bifurcation driven by the order of derivative. Finally, the numerical simulations are given to validate
previous theoretical results.
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1. Pendahuluan
Fenomena efek Allee merujuk pada penurunan laju pertumbuhan suatu populasi pada saat kepadatan
populasinya rendah [1–4]. Kondisi ini pertama kali dipelajari oleh Warder Cyle Allee pada tahun 1931 [5].
Penurunan laju pertumbuhan ini disebabkan oleh beberapa kondisi biologis seperti kompetisi intraspesifik,
kesulitan mendapatkan pasangan, dan turunnya kewaspadaan terhadap predator alaminya, lihat ref. [6–9]. Efek
Allee dapat terjadi pula pada interaksi populasi, baik pada prey maupun predator, sehingga mengakibatkan
perubahan perilaku populasi di bidang ekologi. Stephens dkk [10] melakukan konstruksi model matematika
efek Allee aditif serta konsekuensi dalam kelangsungan hidup suatu populasi khususnya terhadap konservasi.
Beberapa penelitian menunjukkan bahwa efek Allee dapat ditemukan dalam suatu sistem ekologi seperti pada
model predator-prey [11–14]. Dengan demikian adanya efek Allee memberikan perubahan terhadap dinamika
dari model apabila konstanta Alleenya divariasikan. Salah satu model predator-prey yang cukup dikenal adalah








dengan x(t) adalah kepadatan populasi prey dan y(t) adalah kepadatan populasi predator. Parameter a, b, c,
dan d masing-masing merupakan laju pertumbuhan prey, laju pemangsaan, laju konversi pemangsaan
terhadap pertumbuhan predator, dan laju kematian alami predator. Secara biologis, efek Allee dapat terjadi pada
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prey maupun predator. Pada artikel ini, diasumsikan bahwa populasi yang mengalami efek Allee adalah predator.
Secara matematis, efek Allee yang digunakan adalah efek Allee aditif seperti pada ref. [1] dan [6]. Dengan










dimana m dan n adalah konstanta yang menyatakan efek Allee. Beberapa penelitian menunjukkan bahwa untuk
mendapatkan model yang lebih realistis, digunakan model dengan turunan orde-fraksional seperti pada ref.
[16–19]. Didefinisikan turunan orde-fraksional Caputo sebagai berikut.







dimana t ≥ 0, u ∈ Cn([0,+∞),R), dan Γ(·) adalah fungsi Gamma.
Dengan mengganti ruas kiri dari model (2) dengan turunan fraksional Caputo seperti pada Definisi 1, diperoleh
model orde-fraksional sebagai berikut.
CDαt x = ax− bxy = F1





Model (4) merupakan objek dan kajian utama pada artikel ini. Untuk mendukung tahapan analisis, terlebih
dahulu diberikan beberapa teorema dan lema. Setelah itu, diberikan hasil-hasil analisis berupa eksistensi,
ketunggalan, dan kepositifan solusi, kestabilan lokal dan kestabilan global dan bifurkasi Hopf. Di akhir
pembahasan, diberikan simulasi numerik dari model (4) yang bersesuaian dengan hasil analitiknya.
2. Metode
Dalam mempelajari dinamika dari model (4), ada beberapa tahapan yang dilakukan yaitu:
1. Mengidentifikasi eksistensi, ketunggalan, dan kepositifan solusi model (4)
2. Mengidentifikasi eksistensi dari titik kesetimbangan, kestabilan lokal, dan kestabilan global dari model (4).
3. Mempelajari terjadinya bifurkasi Hopf pada model (4).
4. Memberikan simulasi numerik dan interpretasi biologis atas kajian teoritis sebelumnya.
Untuk dapat menyelesaikan tahapan-tahapan tersebut, diberikan beberapa teorema dan lemma yang dapat
mendukung proses analisis yaitu sebagai berikut.
Lema 2. [21] Misalkan α ∈ (0, 1], u(t) ∈ C[p, q] dan CDαt u(t) ∈ C[p, q]. Jika CDαt u(t) ≥ 0, ∀t ∈ (p, q), maka u(t)
adalah fungsi tak-turun untuk setiap t ∈ [p, q]. Jika CDαt u(t) ≤ 0, ∀t ∈ (p, q), maka u(t) adalah fungsi tak-naik untuk
setiap t ∈ [p, q].
Teorema 3. (Kondisi Matignon [20, 22]) Misalkan α ∈ (0, 1]. Pandang sistem persamaan diferensial fraksional orde-α
CDαt ~x = ~f (~x), ~x(0) = ~x0. (5)
~x∗ adalah titik kesetimbangan dari pers. (5) jika memenuhi ~f (~x∗) = 0. Titik kesetimbangan ini stabil asimtotik lokal jika
semua nilai eigen λj dari matriks Jacobi J =
∂ f
∂x
di ~x∗ memenuhi | arg(λj)| > αpi2 . Jika terdapat masing-masing paling
sedikit satu nilai eigen yang memenuhi | arg(λk)| > αpi2 dan | arg(λl)| <
αpi
2
, k 6= l, maka ~x∗ disebut titik pelana.
Lema 4. [23] Pandang sistem persamaan diferensial berikut
CDαt x(t) = g(t, x(t)), t > 0, x(0) ≥ 0, α ∈ (0, 1], (6)
dimana g : (0,∞)×Φ → Rn,Φ ⊆ Rn. Sistem pers. (6) memiliki solusi tunggal di (0,∞)×Φ jika g(t, x(t)) memenuhi
kondisi Lipschitz lokal.
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Lema 5. [24] Misalkan u(t) ∈ C (R+), x∗ ∈ R+, dengan turunan fraksional Caputo orde-α ada untuk α ∈ (0, 1]. Maka,
untuk suatu t > 0
CDαt
[










Lema 6. [25]) Misalkan Ω merupakan himpunan tertutup dan terbatas dengan semua solusi dari sistem
CDαt x(t) = f (x(t)), (7)
dengan nilai awal di Ω dan terus berada di Ω sepanjang waktu. Jika ∃V(x) : Ω → R yang memiliki turunan parsial dan
memenuhi CDαt V|(7) ≤ 0. Misalkan E :=
{
x|CDαt V|(7) = 0
}
dan M adalah himpunan invarian terbesar dari E, maka
setiap solusi dari Ω akan menuju M saat t→ ∞.
3. Hasil dan Pembahasan
Sebelum mempelajari dinamika dari model (4), akan ditunjukkan bahwa solusi dari model (4) ada dan tunggal,
serta selalu bernilai positif untuk nilai awal tak negatif. Berdasarkan alasan biologis, maka seluruh solusi
harusnya berada di R2+ dengan
R2+ := {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x, y ∈ R} (8)
3.1. Eksistensi, Ketunggalan dan Kepositifan Solusi
Pada tahapan ini akan ditunjukkan bahwa untuk setiap nilai awal di Ψ :=
{
(x, y) ∈ R2 : max {|x| , |y|} ≤ γ}
maka eksistensi dan ketunggalan solusi dari model (4) selalu terpenuhi.
Teorema 7. Untuk setiap nilai awal (x0, y0) ∈ R2+ di Ψ, terdapat solusi tunggal di Ψ dari model (4) sepanjang t > 0.
bukti. Akan digunakan pendekatan yang sama seperti di ref. [26]. Pandang suatu pemetaan
F(X) = (F1(X), F2(X)). Untuk suatu X = (x, y), X¯ = (x¯, y¯), dengan X, X¯ ∈ Ψ maka dari model (4) diperoleh
‖F(X)− F(X¯)‖ = |F1(X)− F1(X¯)|+ |F2(X)− F2(X¯)|
= |ax− bxy− (ax¯− bx¯y¯)|+





= |a(x− x¯)− b(xy− x¯y¯)|+
∣∣∣∣c(xy− x¯y¯)− d(y− y¯)−( myy+ n − my¯y¯+ n
)∣∣∣∣
≤a |x− x¯|+ (b+ c) |xy− x¯y¯|+ d |y− y¯|+ m
n
|y− y¯|















dengan L = max
{




. Dengan demikian maka F(X) memenuhi kondisi Lipschitz.
Berdasarkan Lema 4 maka untuk setiap nilai awal (x0, y0) ∈ R2+ di Ψ, terdapat solusi tunggal di Ψ dari model (4)
sepanjang t > 0. 
Teorema 8. Untuk semua nilai awal (x0, y0) ∈ R2+ mengakibatkan semua solusi model (4) tak negatif.
bukti. Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa dengan (x0, y0) ∈ R2+ maka x(t) ≥ 0 sepanjang t → ∞ dengan
menggunakan kontradiksi. Andaikan pernyataan tersebut tidak benar maka terdapat t1 > 0 sehingga
x(t) > 0, 0 ≤ t < t1
x(t1) = 0,
x(t+1 ) < 0.
(9)
Dengan menggunakan persamaan (9) dan persamaan pertama di model (4) diperoleh
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CDαt x(t1)|x(t1) = 0. (10)
Berdasarkan Lema 2, diperoleh x(t+1 ) = 0, yang berarti kontradiksi dengan fakta bahwa x(t
+
1 ) < 0. Maka
haruslah x(t) ≥ 0 sepanjang t → ∞. Dengan mengunakan cara yang serupa maka dapat ditunjukkan bahwa
y(t) ≥ 0 sepanjang t→ ∞. 
3.2. Titik Kesetimbangan dan Kestabilannya
Titik kesetimbangan biologis diperoleh dengan mencari solusi positif dari sistem persamaan berikut.


















yang menunjukkan eksistensi dari kedua populasi. Kedua titik ini merupakan titik
kesetimbangan biologis yang berarti selalu terdefinisi di R2+. Selanjutnya akan dipelajari kestabilan lokal dan
global dari kedua titik kesetimbangan tersebut.
Teorema 9. Titik E0 = (0, 0) merupakan titik pelana.








yang memberikan nilai eigen λ1 = a dan λ2 = −dn+mn sehingga |arg(λ1)| = 0 <
αpi
2
dan |arg(λ2)| = pi > αpi2 .
Berdasarkan Teorema 3, E0 = (0, 0) merupakan titik pelana. 
Berdasarkan Teorema 9, populasi dari predator dan prey tidak akan pernah mengalami kepunahan. Eksistensi
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, jika α ≤ α∗ maka |arg(λ1,2)| > αpi2 . Berdasarkan Teorema 3, E1 stabil
asimtotik lokal. Jika α > α∗ maka |arg(λ1,2)| < αpi2 sehingga berdasarkan Teorema 3, E1 tidak stabil. 
Perhatikan bahwa titik kesetimbangan E1 selalu ada, sehingga berdasarkan Teorema 10, diperoleh syarat biologis
agar eksistensi dari kedua populasi terjaga dan konvergen ke titik kesetimbangan E1 jika kondisi awalnya cukup
dekat dengan E1. Syarat ini dianggap kurang kuat karena kondisi awal dari kedua populasi tidak selamanya
cukup dekat dengan titik kesetimbangan E1. Oleh karena itu dubutuhkan syarat yang mengakibatkan kepadatan
populasi selalu terjaga meskipun dengan kondisi awal seperti apapun. Hal ini ditunjukkan oleh teorema berikut.











stabil asimtotik global jika
dn+m
cn
< x∗ < d
c
.
bukti. Didefinisikan fungsi Lyapunov
V(t) =
[











Menurut Lema 5 diperoleh
















































Subtitusi y∗ = a
b














< x∗ < d
c
maka











stabil asimtotik global. 
Jika kondisi seperti pada Teorema 11 dipenuhi, maka untuk setiap kepadatan populasi awal bagaimanapun,
kedua populasi tidak akan menuju kepunahan dan akan konstan pada saat t→ ∞. Kondisi ini yang diharapkan
dalam menjaga eksistensi kedua populasi.
3.3. Bifurkasi Hopf
Bifurkasi Hopf merupakan suatu peristiwa perubahan kestabilan suatu titik kesetimbangan disertai munculnya
limit-cycle yang mengisolasi titik kesetimbangan tersebut yang kestabilannya berlawanan dengan titik
kesetimbangannya. Pada sistem dengan orde-fraksional, salah satu yang memicu terjadinya bifurkasi Hopf
yaitu ketika orde dari turunannya digerakkan. Oleh karena itu, syarat terjadinya bifurkasi Hopf yaitu titik
kesetimbangan tersebut memiliki sepasang nilai eigen kompleks konjugat dengan bagian real positif. Pada
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mengalami bifurkasi Hopf pada saat α melewati α∗.








maka matriks Jacobi dari model
(4) di titik E1 adalah sepasang nilai eigen kompleks konjugat dengan bagian real positif. Dengan mudah dapat










− min1≤i≤2 |arg(λi)|. Berdasarkan
Teorema 3 di ref. [27], E1 mengalami bifurkasi Hopf ketika orde dari turunan α melewati titik kritis α∗. Titik
kritis ini disebut dengan titik bifurkasi. 
Dari fenomena bifurkasi Hopf, diperoleh gambaran dinamika yang lebih luas dibandingkan dengan mempelajari
kestabilan titik kesetimbangan baik lokal ataupun global. Meskipun terdapat kondisi yang menunjukkan bahwa
untuk nilai-nilai parameter tertentu mengakibatkan titik kesetimbangan E1 tidak stabil, kedua populasi tidak
akan menuju kepunahan, namun hanya terjadi perubahan kepadatan populasi secara periodik.
4. Simulasi Numerik
Simulasi numerik dilakukan dengan tujuan untuk memberikan ilustrasi dari dinamika model (4) sesuai dengan
hasil analisis yang diperoleh sebelumnya. Skema yang digunakan dalam simulasi ini yaitu metode prediktor-
korektor yang dikembangan oleh Diethelm dkk [28]. Dengan menggunakan metode tersebut, diperoleh skema





















































































dimana xh dan yh adalah skema korektor untuk prey dan predator, xPh dan y
P
h adalah skema prediktor untuk prey
dan predator, h adalah step-size, dan
aj,n+1 =

nα+1 − (n− α) (n+ 1)α, jika j = 0,
(n− j+ 2)α+1 + (n− j)α+1 − 2(n− j+ 1)α+1, jika 1 ≤ j ≤ n,





(n+ 1− j)α − (n− j)α) .
Simulasi numerik untuk model (4) menggunakan nilai-nilai parameter yang disesuaikan dengan hasil teoritis
sebelumnya yaitu sebagai berikut.
a = 0.5, b1 = 0.3, c = 0.25, d = 0.1, m = 0.1, dan n = 0.2. (13)
Pertama-tama, dipilih nilai α = 0.92. Berdasarkan Teorema 10 dan Teorema 11, titik kesetimbangan E0 adalah
titik pelana dan E1 adalah stabil asimtotik. Seluruh solusi akan menuju titik kesetimbangan E1, lihat Gambar 1.
Seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1b dan 1c, solusi berosilasi disekitar titik kesetimbangan E1 dengan
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Gambar 1. Simulasi numerik model (4) dengan nilai parameter pada persamaan (13) dan α = 0.92





































Gambar 2. Simulasi numerik model (4) dengan nilai parameter pada persamaan (13) dan α = 0.95
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amplitudo semakin mengecil dan pada akhirnya konvergen ke titik kesetimbangan E1. Pada saat nilai α
dinaikkan menjadi 0.95, solusi disekitar E1 yang pada awalnya stabil, menjadi tidak stabil. Berdasarkan
Teorema 12, fenomena ini perubahan kestabilan E1 akibat perubahan nilai α disebut dengan bifurkasi Hopf
yang ditunjukkan dengan munculnya sinyal periodik stabil yang mengisolasi titik kesetimbangan E1. Seluruh
solusi yang menjauh dari titik kesetimbangan E1 akan konvergen ke sinyal periodik tersebut. Dengan demikian,
meskipun kedua titik kesetimbangan tidak stabil, tidak ada kondisi yang mengakibatkan kedua populasi
punah.
Secara biologis, asumsi orde-fraksional lebih masuk akal karena sangat sulit menemukan kondisi yang ada di
alam yang menyatakan bahwa jumlah dari predator dan prey selalu konstan pada periode waktu tertentu. Dengan
fenomena bifurkasi tersebut, maka kepadatan dari kedua populasi akan cenderung berubah sepanjang waktu,
namun tetap mempertahankan eksistensi dari kedua populasi.
5. Kesimpulan
Dinamika model predator-prey Lotka-Volterra orde-fraksional dengan efek Allee aditif pada predator telah
dipelajari. Model ini menjamin bahwa tidak akan terjadi kepunahan terhadap kedua populasi. Meskipun
populasi berkurang kepadatannya, pada akhirnya eksistensi dari kedua populasi tetap dipertahankan. Hasil
analisis juga telah menunjukkan bahwa model (4) mengalami bifurkasi Hopf yang digerakkan oleh orde
fraksionalnya. Solusi yang cukup dekat dengan titik kesetimbangan di interior akan menjauhi titik
kesetimbangan tersebut, namun untuk waktu yang cukup panjang, kedua populasi akan berosilasi menuju ke
suatu sinyal periodik. Kondisi ini menunjukkan bahwa meskipun efek Allee pada predator akan
mengakibatkan perubahan kepadatan kedua populasi, eksistensi dari kedua populasi akan terjaga, baik secara
konstan ataupun periodik.
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